PE3IOME

B cmamve obcyscoaiomes umexomopvle memoovl OYEHUBAHUS 6 MOOelu-
POBAHUU CMPYKMYPATbHbIX YPAGHEHUN U UX CBOUCmeE. 3amem Nposooumcs
NONbIMKA pazpabomxu wKaisl 05t usmMepenus obecneyenus cebs Ha CMapocmy
OOMAUWHUX XO3AUCME C UCNOIb30BAHUEM MOOCTUPOBAHUSL CMPYKMYPATbHBIX
ypaguenuti. Ilpu evibope memooa oyeHusaHusi npedicoe 6ce20 umenu 3HayeHue
CBOUCMBA OMOETLHBIX MEMO008, VUUMbBIBANUCH MAKHCEe PEe3YIbINAmbl CUMY-
JSIYUOHHBIX 00CNIe008aHULL NO CMENneHUu YCMOUYUBOCMU OMOENbHbIX Memo0os
K OMKIOHEHUM OM HOPMATbHO20 DACHpedeNeHuUss, pasmep 6blOopKu, oulu-
bounyio cneyuguxy modenu u m.n. Paccmampuganuce 08e usmepumenvhvie
Moldenu: npedycmampusarowue cyujecmeosanue 00HO20 COBMECTMHO20 (hak-
mopa u mpex cOBMeCmHbIX pakmopos.

C yenvlo nposepku NPeOSIONCEHHBIX MOOeaell NPOBOOUNCS NOOMBEPHCOAIOUWULL
gaxmopnwiti anarusz. Kpome mozo conocmasnenvl oyeHku nomyuenHvie mMemo-
00OM MAKCUMATLHO20 Npagoonodobus (ML) u 0606wennviv memooom Hau-
meHbvuux xeaopamos (GLS), komopuvle 6 cnyuae npasunvHol cneyupurayuu
MOOenU OONHCHBL 0ABAMb CUMNIMOMAMUYECKUEe CXOOHbIE Pe3VIbmambl.

Bogustaw GUZIK'|

Efektywnos¢ w standardowym modelu CCR-DEA
przy zmianach rozmiaru zadania

Osoby zajmujace si¢ zastosowaniem metod DEA (Data Envelopment Analy-
sis) do badania efektywnos$ci obiektow gospodarczych lub spotecznych czesto
stoja przed pytaniami, czy dla prowadzonej analizy korzystne jest wzigcie duzej
czy raczej mniejszej liczby nakladow/rezultatow, a takze, czy korzystne jest
badanie efektywnosci na tle duzej czy raczej mniejszej liczby obiektow? Na te
pytania statystyczne odpowiada¢ mozna z réznych punktéw widzenia, jednorod-
nosci danych czy minimalizacji kosztow badania i wysitku. Dla uzyskania da-
nych na ogo6t lepiej jest, gdy zbior obiektow jest mniejszy. Z punktu widzenia
wszechstronno$ci analizy raczej lepiej jest, gdy obiektow jest wigce;.

W artykule sprébujemy odpowiedzie¢ na pytanie, jak zmienia si¢ efektywnos¢
obiektow, gdy w modelu DEA zmienia si¢ liczba naktadow/rezultatow oraz gdy

! Prof. dr hab. Bogustaw Guzik pracowat w Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, zmart w lipcu br.
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zmienia si¢ liczba obiektow. Wnioski z takiej analizy pozwola uswiadomié so-
bie, jakiego rodzaju wyniki mozna uzyska¢, gdy np. powigksza sig liczbg bada-
nych obiektéw lub rozpatrywanych naktadoéw/rezultatow. W ekonometrii tez
sobie stawiamy takie pytania. Wiadomo np., Ze o ile liczba stopni swobody jest
nieujemna, to skutkiem zwigkszenia liczby zmiennych objasniajacych jest, cete-
ris paribus, spadek lub stabilizacja sumy kwadratow reszt oraz wzrost lub stabi-
lizacja wspotczynnika determinacji.

Przedmiotem rozwazan w artykule bgdzie standardowy model CCR ukierun-
kowany na naktady.

STANDARDOWY MODEL CCR UKIERUNKOWANY NA NAKEADY

Standardowy model CCR? jest powszechnie znany osobom zajmujacym sie
DEA. Niemniej w celu ustalenia uwagi i podkreslenia faktow, ktore beda
potrzebne w dowodach odpowiednich twierdzen, dobrze bedzie go przytoczyc.
Jak wiadomo model CCR konstruowany jest oddzielnie dla kazdego obiektu
o=1,...,J. Model dla obiektu o-tego formutujemy nastepujaco:

Dane:

— lista obiektow j =1, ..., J,

— badany obiekto (1 <o S J),

— lista naktadow X, (n = ., N) oraz lista rezultatow Y, (r = ., R),

— wielko$ci naktadow (xn]) oraz rezultatow (y,) w poszczegolnych obiektach
G=1,...5r=1,..,R;n=1,...,N);

Zmienne decyzyjne:

— 6,— mnoznik naktadow obiektu o-tego,

— o1, Ao2s ..., Aoy — Wagi intensywno$ci w technologii optymalnej obiektu
o-tego;

Funkcja celu:

6, — min (1

Warunki ograniczajace:

J
anj Aoj £ 60 xy (dlan=1,...,N) ()

J=1

% Charnes, Cooper, Rhodes (1978).
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Model CCR jest zadaniem programowania liniowego. Jego celem jest usta-
lenie mnoznika naktadoéw obiektu o-tego oraz wag intensywnosci A1, ..., Ao,
okreslajacych taka technologi¢ optymalna obiektu o-tego, ktora pozwala osiag-
naé rezultaty przynajmniej takie, jakie uzyskat obiekt o-ty — warunek (3) —
przy nakladach stanowiacych mozliwie najmniejsza czg$¢ naktadow obiektu
o-tego — funkcja celu (1) w powiazaniu z warunkiem (2) oraz (4). Lewe strony
warunkow (2) oraz (3) okreslaja odpowiednio — optymalne naktady oraz opty-
malne rezultaty w technologii optymalnej obiektu o-tego. Formalnie biorac sa to
liniowe kombinacje naktadow/rezultatow obiektow j =1, ..., J. Waga technolo-
gii obiektu j-tego w technologii optymalnej obiektu o-tego jest optymalna waga
intensywnosci A,;. Oczywiscie niektore wagi intensywnosci moga by¢ zerowe.

Za wskaznik efektywnosci obiektu o-tego uznaje si¢ w DEA optymalny

mnoznik nakladoéw tego obiektu 50 Im jest on wigkszy, tym efektywnosé¢
obiektu jest wigksza. Taka interpretacja optymalnego mnoznika nakladow jest

zrozumiata — coraz wigksze €, oznacza, ze optymalna technologia obiektu
wymaga coraz wigkszej czgs$ci nakladow empirycznych, czyli empiryczna tech-
nologia badanego obiektu jest coraz blizsza jego technologii optymalne;.
W granicznym przypadku, gdy 6, = 1, technologia optymalna wymaga zasto-
sowania 100% nakladéw empirycznych obiektu. Oznacza to, ze stosowana przez
ten obiekt technologia empiryczna jest efektywna w 100%, a sam obiekt jest
w pehi (w 100%) efektywny.

Cho¢ zadanie CCR i prawie wszystkie inne zadania DEA z formalnego punk-
tu widzenia sa zadaniami decyzyjnymi, a metodologia DEA jest stosowana do
badan operacyjnych, gtowny cel metod DEA jest opisowo-statystyczny. Chodzi
bowiem, podobnie jak w statystyce, WAP czy analizie dyskryminacyjnej, o usta-
lenie charakterystyki obiektow (zwanych w DEA efektywno$cia) i o porzadko-
wanie obiektow w sensie charakterystyki. Wspotczesna DEA raczej opisuje
»stan” badanych obiektéw niz cele, do ktérych powinny one dazy¢ i ma raczej
charakter opisowy niz normatywny.

W artykule wykorzystamy informacje podane w tabl. 1°.

3 Sa to dane, ktore juz wykorzystano we weczesniejszej pracy autora (2009) dotyczacej zmiany
efektywnosci w przypadku typowych statystycznych przeksztalcen zmiennych: skalowania oraz
przesunigcia oraz gdy migdzy zmiennymi zachodza silne zwiazki korelacyjne. Dla umozliwienia
porownan wynikow, postugujemy si¢ tymi samymi danymi empirycznymi.
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TABL. 1. OBSERWACJE ZMIENNYCH

Obiekty

Zmienne
wiL | w2

w3

WA

w5 | W6

w8

wo

w10

w11

w12

w13

w14 | w1s

w16

55,4| 54,6

67,5| 50,9
35,2 27,2
75,4| 63,0

Zr 6d1to: dane umowne.

53,8

132,5|177,3(184,8

32,7
34,0
76,5

52,8
260,7
116,1

232

66,9

50,9| 53,0
33,6[280,6
41,0| 66,0
37,5 33,2
89,7| 85,5

53,6| 59,0
248,91278,8

16,3

23,4

44,6| 23,0

68,1

71.9

57,0
79,4
61,4
23.1
70,5

55,9
171,9
72,4
37,7
69,8

553
250,2
65,0
37,8

66.5

56,3
431,6
72,8
33,7
75,1

54,5

58,0| 54,6

43,41350,4(358,2
47,7] 31,9| 34,0
26,6 20,0{ 29,1
69,2| 61,8| 61,3

WSKAZNIK EFEKTYWNOSCI A ZMIANA LICZBY
NAKEADOW [ REZULTATOW

Przyklad

56,8
144,7
66,8
32,6
62,3

Postugujac si¢ danymi z tabl. 1 obliczono, z pomoca ukierunkowanego na
naktady standardowego modelu CCR, efektywnos$¢ obiektow WI1—W16 przy
sze$ciu wariantach listy naktadow i rezultatow:

wariant A: rezultaty — Y,
naktady — X,
wariant B: rezultaty — 1
naklady — Xi, X,
wariant C: rezultaty — 1
naktady — X1, X5, X3

Wyniki przedstawiono w tabl. 2.

wariant D: rezultaty — Y, 1>
naktady — X,
wariant E: rezultaty— Vi, 1,
naklady — X, X,
wariant F: rezultaty— Y1, 1>
naktady — Xj, X5, X5

TABL. 2. EFEKTYWNOSC PRZY ROZNYCH WARIANTACH LISTY

NAKLADOW/REZULTATOW
Nr wariantu A B C D E F
Liczba naktadow i rezultatow 2 3 4 3 4 5
Nr obiektu Nazwa obiektu efektywnos¢

w1 0,215 0,215 0,301 0,543 0,543 0,783
w2 0,372 0,372 0,486 0,692 0,692 0,923
w3 0,310 0,470 0,481 0,546 0,646 0,790
w4 0,641 0,641 0,684 0,784 0,784 0,840
/&) 0,051 0,070 0,071 0,468 0,521 0,627
we6 0,482 0,482 0,571 0,550 0,550 0,660
w1 0,319 1 1 0,414 1 1
w8 0,692 1 1 0,884 1 1
w9 0,196 0,196 0,198 0,851 0,851 0,862
w10 0,260 0,260 0,421 0,511 0,511 0,853
w11 0,378 0,378 0,644 0,504 0,504 0,886
w12 0,731 0,731 0,989 0,731 0,731 0,989
w13 0,093 0,093 0,109 0,707 0,707 0,840




TABL. 2. EFEKTYWN OSC PRZY ROZN YCH WARIANTACH LISTY
NAKELADOW/REZULTATOW (dok.)

Nr wariantu A B C D E F
Liczba naktadow i rezultatow 2 3 4 3
Nr obiektu Nazwa obiektu efektywnosé¢
14 i w14 1 1 1 1 1 1
15 e w15 0,703 0,910 1 0,703 0,910 1
| w16 0,253 0,253 1 0,601 0,601 1
Minimum .....cooeevveeveereereieeeennennn 0,051 0,070 0,071 0,414 0,504 0,627
Srednia ... 0,419 0,504 0,585 0,656 0,722 0,877
Odchylenie standardowe .................. 0,265 0,333 0,334 0,166 0,183 0,119
Liczba obiektow o efektywnoscei 1 1 3 5 1 3 5

Z1 6 dto: obliczenia whasne.

Przyktadowe wnioski z tabl. 2 sa nastgpujace:

e w miar¢ zwigkszania liczby rezultatow wskaznik efektywnosci danego obiek-

tu zwykle rosnie, a ogdlnie — nie maleje,

e podobna sytuacja ma miejsce w miar¢ zwigkszania liczby rozpatrywanych

naktadow.

Na wykr. 1 zilustrowano ksztaltowanie si¢ wskaznikow efektywnosci dla
trzech wariantow — A, D oraz F. Liczba nakladow i rezultatow wynosita dla

nich odpowiednio 2, 3 oraz 5.

Wykr. 1. EFEKTYWNOSC A LICZBA NAKEADOW/REZULTATOW

OQ’“/Q\\

/ /

0,7
0,6
0,5

04 [N LA
N Y S R \
02 & \\ // L \y/ ©

efektywnos¢

&
0,0 r T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
—o— A(2) numer obiektu
— D(3)
—o— F(5)

Z 1 6 d to: obliczenia wasne.
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Na podstawie wykr. 1 mozna sformutowaé nastepujace wnioski empiryczne:

e im liczba naktadéw/rezultatow jest wigksza, tym odpowiednia linia tamana
przebiega wyzej (ogoélnie — nie nizej) od poprzedniej, czyli efektywnos¢
obiektow zwykle rosnie, a og6lnie nie maleje;

e w miare wzrostu liczby naktadoéw/rezultatéw réznice efektywnosci pomiedzy
obiektami generalnie staja si¢ mniejsze;

e przy liscie zawierajacej tylko jeden naktad i jeden rezultat w petni efektywny
jest tylko jeden obiekt, za$ przy liscie zawierajacej wigcej naktadow/rezul-
tatow, obiektow w petni efektywnych jest wigce;.

Whioski te dotycza nie tylko naszego przyktadu, ale maja charakter generalny.
W standardowym modelu CCR przy zwigkszaniu liczby nakladéw
lub (i) rezultatow efektywnos$¢ obiektu nie pogarsza si¢ (rosnie lub si¢
nie zmienia), natomiast przy zmniejszaniu tej liczcby — efektywnos¢
obiektu nie polepsza si¢.

Dowdd twierdzenia odwoluje si¢ do wlasnosci zadan programowania linio-

wego:

— uwzglednienie nowego rezultatu (lub naktadu) oznacza, ze do standardowe-
go zadania CCR, okreslonego przez (1)—(5), wprowadza si¢ dodatkowy wa-
runek ograniczajacy, odpowiednio (2) lub (3), czyli:

J
Z Xy Aoj < 6, x,, — warunek dla naktadu n,
j=1

J

Z Yy Aj= Yo — warunek dla rezultatu r;

J=1

— zgodnie z ogdlnymi wlasno$ciami zadan programowania liniowego, wpro-
wadzenie dodatkowych warunkdéw nie polepsza rozwiazania optymalnego:

a) jesli wprowadzany warunek ograniczajacy okaze si¢ wiazacy, spowoduje
to ,,wyciecie” fragmentu dotychczasowego zbioru rozwiazan dopuszczal-
nych, a w konsekwencji spowoduje pogorszenie rozwiazania optymalnego
lub co najwyzej jego stablizacje”,

b) jesli natomiast nowy warunek okaze si¢ niewiazacy, nie spowoduje to
zadnej zmiany rozwiazania optymalnego;

— jak wiadomo, w ukierunkowanym na naktady zadaniu CCR dokonuje sig¢
minimalizacji mnoznika € Dlatego pogorszenie rozwiazania optymalnego
oznacza wzrost mnoznika &, czyli wzrost wskaznika efektywnosci.

Tak wigc rzeczywiscie przy wzroscie liczby naktadow/rezultatow wskazniki
efektywnos$ci obliczane na podstawie modelu CCR rosng albo co najwyzej nie
zmieniaja sie.

Podobnie mozna dowies$¢, ze usunigcie warunku (dla naktadu lub rezultatu)
wywota spadek lub stabilizacje wskaznika 6.

4 Rozwiazanie optymalne si¢ nie zmieni, gdy 6w nowy warunek spetniony bedzie w ,,starym”
rozwiazaniu optymalnym.
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Dodajmy, ze analogicznie przebiegaja dowody w wypadku zadania CCR
ukierunkowanego na rezultaty — pogorszenie rozwiazania optymalnego oznacza
spadek mnoznika rezultatow ¢ (gdyz jest on maksymalizowany), czyli oznacza
wzrost efektywnosci, bo 8= 1/¢.

Przyklad

Podajemy tu ilustracje geometryczng omoéwionego twierdzenia. Sposrod opi-
sanych w tabl. 1 obiektow wezmy pod uwage dwa — pierwszy i piaty. Po-
wiedzmy, ze rozpatrujemy wariant B modelu CCR (jeden rezultat ¥,, dwa na-
ktady X; oraz X;). Wowczas ukierunkowane na naktady zadanie CCR dla obiek-
tu W1 ma postac¢ (dla uproszczenia pominigto indeks obiektu — o):

(FO) € — min
() 132,54, + 33,645 > 132,5
(X1) 67,54, +41,045 < 67,560
(X) 35,24, +37,545 < 35,26
(theta) 0<1
(znaki) A, As, 8 20

Zadanie to mozna rozwigza¢ znang z teorii programowania liniowego metoda
geometryczna, gdyz mamy tylko dwie zmienne, mianowicie A; oraz As. Na
wykr. 2 przedstawiono rozwigzania dopuszczalne ze wzgledu na warunek dla
rezultatow (Y;). Ograniczone sa one od dotu przez lini¢ ciagla odpowiadajaca
rownosci dla Y,. Wykreslono tez warunki dla naktadéw X, oraz X, dotyczace
sytuacji, gdy =1 (linie przerywane). Rozwiazywanie zadania polega na znale-
zieniu mozliwie najmniejszego dopuszczalnego wspolczynnika 6. Zatem polega
ono na proporcjonalnym (réwnolegtym) — wraz ze zmniejszajacym si¢ wspot-
czynnikiem @ — przesuwaniu obu warunkow dla naktadéw X; oraz X, dla jak
najnizej polozonego punktu w zbiorze rozwigzan dopuszczalnych, podobnie jak
to sig czyni w metodzie geometrycznej z izokwanta.

Rozwiazaniem zadania jest punkt A o wspohrzednych 4, =0, A,=0,25.
Wspodtczynnik € na pewno jest znacznie mniejszy od 1, bo warunki dla
naktadow zostaly znacznie przesunigte w dot w stosunku do polozenia
przy 6 = 1°.

> Znajac wspdlezynniki A, wspélezynnik 6 mozna obliczyé na podstawie odpowiedniego wa-
runku dla nakladow. W tym przypadku jest to dolna przerywana prosta X, gdyz wyznacza ona
maksymalne przesunigcie obu warunkéw dla naktadow. Rozwiazujemy wigc rownanie 67,5 (0) +
+41,0(0,25) = 67,5 €. Otrzymujemy € = 0,15. Wprawdzie mozliwe jest jeszcze rownolegle prze-
suwanie prostej X, proporcjonalnie do spadku wspotczynnika 6, ponizej wartosci 0,15, jednak
wtedy jednoczes$nie przesuwana prosta X; wyjdzie poza zbior rozwiazan dopuszczalnych, co nie
jest akceptowalne.
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Dolaczmy teraz jeszcze jeden warunek, powiedzmy dotyczacy rezultatu Y,
(odpowiada to wariantowi E). Zadanie decyzyjne przyjmuje postac:

(FO) 6 — min

) 55,44, + 50,945 > 132,5 (nowy warunek ograniczajacy)
(o) 132,54, + 33,645 2 132,5

X 67,54 +41,04s < 67,560

(X2) 35,24, + 37,545 35,260

(theta) 0<1

(znaki) A, As, 8 20

Wykr. 2. GRAFICZNA ILUSTRACJA ZADANIA (X, X2, Y2)

As

1,2

KO

0,8

Oa-6. .

0,4

A

0,2

0,0
0,0

Z 1 6 d1o: obliczenia whasne

Ilustracja tego zadania jest wykr. 3. W stosunku do wykr. 2 pojawit si¢ nowy
warunek dla rezultatéw, mianowicie warunek Y, ktory odcina z poprzedniego
zbioru rozwiazan dopuszczalnych do$¢ spory obszar ponizej warunku Y.

Odrzucony obszar zawiera poprzednie rozwiazanie optymalne (punkt A)
i dlatego obecne rozwigzanie optymalne musi by¢ gorsze od poprzedniego,
a wiec minimalizowane optymalne @ musi by¢ wieksze®. Punktem, do ktorego
mozna najdalej przesuna¢ izokwanty jest punkt B. Obecnie rozwiazaniem opty-
malnym jest 4, =1, 4, =0 1w $lad za tym optymalne 6 = 1.

® Jak wida¢ z wykresu 3, punktem, do ktérego mozna najdalej przesunaé izokwanty jest
punkt B. Tak wigc optymalne 4; = 1, 4, =01 w $lad za tym optymalne 8 = 1.
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Wykr. 3. GRAFICZNA ILUSTRACJA ZADANIA (Y1, Y2, X3, X3)

A 7ZRD warunek dla Y;

71 6 d to: obliczenia whasne

Whioski ogo6lne

1. Poprawa efektywnosci. W standardowym modelu CCR wraz ze wzrostem
liczby rezultatéw lub (i) naktadow:

a) efektywnos$¢ obiektu nieefektywnego si¢ nie pogarsza, a wigc moze tylko
wzrosnac,

b) efektywnos¢ obiektu efektywnego si¢ nie zmienia, zatem obiekt dotych-
czas efektywny takim pozostaje.

2. Selektywnos¢ modelu CCR. Model CCR jest bardzo selektywny w tym sensie,
ze jego wyniki sa bardzo zréznicowane, przy niewielkiej liczbie naktadow
oraz rezultatow. Jednoczesnie jest on mato selektywny przy wigkszej liczbie
naktadéw i rezultatow. Zmniejszenie selektywnosci modelu odbywa si¢ po-
przez wzrost efektywnosci obiektow, spowodowany wzrostem liczby nakta-
doéw lub (i) rezultatow.

3. ,Sztuczny” wzrost efektywnosci. Wynikajacy ze wzrostu liczby naktadoéw
lub (i) rezultatow wzrost efektywnosci moze wydawac si¢ sztuczny, bowiem
nie wynika z poprawy relacji migdzy naktadami a rezultatami, lecz z zawgze-
nia zbioru rozwiazan dopuszczalnych’.

7 W literaturze DEA nickiedy przytacza si¢ postulat J > max (NR, 3 (N + R)), gdzie: J — liczba
obiektow, N — liczba naktadow, R — liczba rezultatow, zob. np. Emrouznejad, Amin (2009).
Warunek ten ustalono na drodze badan symulacyjnych, kierujac si¢ stabilizacja efektywnosci.
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4. Redundancja obicktow efektywnych. Jesli liczba naktadow i rezultatow jest
duza, to poshugujac si¢ modelem CCR nalezy liczy¢ sig ze zjawiskiem redun-
dancji obiektow w pelni efektywnych. Na przyklad 50% lub wiecej obiektow
bedzie miato efektywnos$¢ rowna 1. Trzeba wigc zachowaé umiar w rozsze-
rzaniu listy naktadow/rezultatow.

5. Zmiana wag intensywnosci. Jest zrozumiale, ze w $lad za zmiang liczby na-
ktadow/rezultatéw wywotang zmiang wspotczynnikow efektywnosci 6, zmie-
nia¢ si¢ moga (i na ogdt zmieniaja sig) wagi intensywnosci 4. W przypadku
obiektow nieefektywnych oznacza to zmiang znaczenia poszczegolnych skla-
dowych jego kombinacji optymalnej, czyli zmian¢ znaczenia poszczegoél-
nych, w pehni efektywnych obiektow wzorcowych (benchmarkow).

6. Analogia do rownan regresji. Jak wiadomo wzrost liczby zmiennych obja-
$niajacych w liniowym réwnaniu regresji na ogélt wywotuje wzrost wspot-
czynnika determinacji. Podobne zjawisko, wzrost wskaznika efektywnosci,
ma tez miejsce w modelu CCR.

WSKAZNIK EFEKTYWNOSCI A ZMIANA LICZBY OBIEKTOW

Przyklad

W tabl. 3, na podstawie danych z tabl. 1, podano wskazniki efektywnosci
modelu CCR dla coraz to szerszego zbioru obiektow. Poczqtkowy zbior zawiera
trzy pierwsze obiekty (W1, W2, W3). Kazdy nastgpny jest rozszerzeniem po-
przedniego o jeden obiekt — odpowiednio W4, potem W5 itd.®. Postuzono sie
modelem CCR dotyczacym listy nakladow/wynikéw wariantu E naszego przy-
ktadowego zadania (dwa naktady — Y, i Y, oraz dwa rezultaty — X, 1 X3).

Na podstawie tabl. 3 mozna sformutowaé empiryczne wnioski:

e dolaczenie nowego obiektu, o ile nie jest to obiekt w pelni efektywny, nie
zmienia wskaznika efektywnosci juz uwzglednionego obiektu (por. warianty
VII do IX);

e jesli dolaczony obiekt okazuje si¢ w pelni efektywny, efektywnos¢ dotych-
czas ujetych obiektow spada lub — co najwyzej — pozostaje na poprzednim
poziomie (por. warianty [V—VI);

e liczba obiektow w pelni efektywnych ulega fluktuacjom w miarg zwigkszania
ogolnej liczby obiektow.

Podana w tabl. 3 efektywnos$¢ kilku obiektow (W1, W2, W4, W6, W7) w miare
sekwencyjnego rozszerzania liczby obiektow (oznaczona na osi poziomej) zilu-
strowano na wykr. 4.

Sposréd przedstawionych obiektow najbardziej radykalnie zmniejszyla sig
efektywno$¢ obiektu W6. Z poziomu 100% w gronie obiektow W1—W6 spadta

8 Oczywiscie na podstawie tabl. 1 utworzyé mozna wiele innych sekwencji rozszerzajacego sie
zbioru obiektow.
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ona do 55% w zbiorze wszystkich obiektow. Stabilng i w dodatku 100% efek-
tywnoscia charakteryzowat si¢ obiekt 7.
Przedstawione wnioski empiryczne sa ogolne.

Wykr. 4. EFEKTYWNOSC OBIEKTU A LICZBA OBIEKTOW
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liczba obiektow

Z 1 6 d1o: obliczenia whasne

W standardowym modelu CCR rozszerzenie zbioru obiektéw nie po-
lepsza efektywnosci obiektow juz uwzglednionych (efektywno$¢ spada
lub pozostaje na poprzednim poziomie), a zawezenie listy obiektéow
nie pogarsza efektywnosci obiektéw dotychczasowych.
Intuicyjnie wydaje sig, ze dowod tego twierdzenia moze mie¢ charakter bar-
dzo ogolny, np.:

— jesli wprowadzany obiekt jest nieefektywny, to zaden inny obiekt nie bgdzie
sig na nim wzorowal’, a wiec — w odniesieniu do juz uwzglednionych obiek-
tow — sytuacja nie ulega zmianie. Dlatego tez zachowane zostaje poprzednie
rozwigzanie, a efektywnos$¢ ,,starych” obiektéw nie zmieni sig¢;

— jesli natomiast ,,nowy” obiekt okaze si¢ w peti efektywny, efektywnosc¢
»starego” obiektu:

? Obiekt o-ty wzoruje si¢ na obiekcie j-tym, gdy Ao > 0.
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a) nie zmieni sig, jesli w nowym rozwiazaniu nie bgdzie sig on wzorowat na
obiekcie wprowadzanym,

b) spadnie, jesli w nowym rozwiazaniu bedzie si¢ wzorowat na obiekcie wpro-
wadzanym; w szczego6lnosci obiekt dotychczas w pehi efektywny moze
stac si¢ nieefektywny.

Dla bardziej konkretnego uzasadnienia przedstawimy inny dowdd. Jest on
oparty na wlasno$ciach zadania dualnego.

Jak wiadomo, dla kazdego zadania programowania liniowego, zwanego zada-
niem pierwotnym, sformutowa¢ mozna wedtug $cisle okreSlonych regul inne
zadanie programowania liniowego, zwane zadaniem dualnym. Trzy wiasno$ci
zadan dualnych beda wazne dla zapowiadanego dowodu:

a) wymiar zadania; w zadaniu dualnym jest tyle warunkow, ile jest zmiennych
w zadaniu pierwotnym i tyle zmiennych, ile jest warunkéw w zadaniu pier-
wotnym,;

b) optymalna funkcja celu; wartosci funkcji celu w rozwiazaniach optymalnych
(o ile one istnieja) obu zadan sa takie same;

c) zmiana kierunku preferencji; w zadaniu dualnym zmienia si¢ kierunek prefe-
rencji. Np. jesli zadanie pierwotne jest na minimum, to zadanie dualne jest na
maksimum'”.

Kontynuujemy dowod twierdzenia:

— zwigkszenie liczby obiektow w zadaniu CCR oznacza wzrost liczby zmien-
nych decyzyjnych tego zadania, bo z kazdym obiektem zwiazana jest jego
,wlasna” waga intensywnosci A,;. Oznacza to wzrost liczby warunkow w za-
daniu dualnym;

— zadanie dualne jest tez zadaniem programowania liniowego, czyli wzrost
liczby jego warunkow nie polepszy optymalnej wartosci funkcji celu zadania
dualnego;

— zadanie CCR jest na minimum i dlatego zadanie do niego dualne jest zada-
niem na maksimum. Wobec tego wzrost liczby warunkéw zadania dualnego
spowoduje, iz pogarszajaca si¢ optymalna wartos¢ funkcji celu zadania dual-
nego bedzie nie wigksza od poprzedniej (mniejsza lub réwna);

— w obu zadaniach optymalne wartosci funkcji celu sa rowne, zatem w $lad za
spadkiem (lub stabilizacja) optymalnej wartosci funkcji celu zadania dualne-
go idzie spadek (lub stabilizacja) optymalnej wartosci funkcji celu zadania
CCR, czyli spadek lub stabilizacja wskaznika efektywnosci &;

— to ostatnie oznacza, ze wzrost liczby obiektow w standardowym zadaniu
CCR powoduje, iz optymalna warto$¢ 6, (funkcji celu zadania CCR) nie ro-
$nie — maleje lub pozostaje bez zmian. Natomiast spadek liczby obiektow
powoduje, ze optymalna warto$§¢ 6, nie maleje (rosnie lub pozostaje bez
zmian).

"Np. Czerwiniski (1972), s. 154 i nast.; Jurek (2000), s. 203.
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Podobny dow6d mozna przeprowadzi¢ dla zadania ukierunkowanego na
rezultaty.

Whioski ogo6lne

1. Nowy obiekt nie polepsza efektywnosci. W standardowym modelu CCR
wprowadzenie nowego obiektu nie polepsza wskaznika efektywnosci 6
obiektu juz uwzglednianego. Nowy wskaznik efektywnosci dla dotychczas
rozpatrywanego obiektu moze tylko zmale¢ lub pozosta¢ bez zmian.

2. Obiekt nieefektywny nic nie zmienia. Efektywno$¢ juz rozpatrywanych obiek-
tow nie ulegnie zmianie, gdy obiekt wprowadzany okaze si¢ nieefektywny.
W szczegdlnosci obiekty do tej pory efektywne takimi pozostaja, podobnie
nadal nieefektywne bgda obiekty do tej pory nieefektywne.

3. Zmiany mogq nastqpic, gdy nowy obiekt jest w petni efektywny. Jesli obiekt
wprowadzany okaze si¢ w pelni efektywny, efektywnos$¢ dotychczas bada-
nych obiektow (wszystkich lub niektorych) moze si¢ zmniejszy¢. Obiekt
dotychczas w pehi efektywny moze takim pozosta¢, moze tez sta¢ si¢ nie-
efektywny. Z kolei obiekt do tej pory nieefektywny nadal pozostaje nieefek-
tywny.

4. Porownanie z rownaniami regresji. Inaczej niz w statystyce i ekonometrii,
gdzie trudno rozstrzygnaé, czy zwigkszenie liczby obserwacji spowoduje
zmnigjszenie czy tez zwigkszenie wspotczynnika determinacji, w przypadku
modelu CCR sytuacja jest prosta — zwigkszenie liczby obiektow wywota po-
gorszenie lub co najwyzej brak zmian efektywnosci''.

WIELKOSCI ORYGINALNE A WSKAZNIKI NATEZENIA

Rozpatrywana tematyka nie dotyczy zmian wskaznika efektywnosci na skutek
zmian rozmiaru zadania, lecz na skutek zmian charakteru danych.

Przeprowadzajac badania empiryczne, zwlaszcza w odniesieniu do obiektow
przestrzennych (krajow, wojewddztw, regionow itp.), niekiedy staje si¢ przed
pytaniem, czy reprezentowal naktady/rezultaty jednostkami naturalnymi, np.
mln zl, tys. 0s6b czy tez wskaznikami natgzenia, np. wielko$cia naktadu/rezul-
tatu na 10 tys. ludnosci lub np. na km>. W pewnych kontekstach bardziej uza-
sadnione wydaja si¢ wielkosci oryginalne, w innych — wskazniki natgzenia.
Przyktadowo, w problemie rozpatrywanym w poprzednich czg$ciach artykutu
badano naktady i rezultaty, ktére byly wskaznikami natgzenia, co pozwalato
abstrahowa¢ od wielkosci obiektu (byly to wojewddztwa). Sprawdzmy, czy po-
dobne wyniki uzyskamy dla wielko$ci globalnych.

"' Dodajmy jednak, ze istnieje analogia odnoénie do sumy kwadratéw reszt. W wyznaczanym
klasyczna MNK modelu regresji liniowej konsekwencja dotaczenia nowej obserwacji jest wzrost
lub brak zmian sumy kwadratow reszt.
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Przyklad

W pierwszej czesci tabl. 4 przytoczono wyniki dla podanego w tabl. 1 uktadu
dwach rezultatéw i trzech nakladéw reprezentowanych przez wskazniki natgze-
nia. Natomiast w drugiej czesci podano wyniki modelu CCR, gdy naktady i re-
zultaty sa ,,globalne”. Uzyskano je przez przemnozenie wskaznikow natgzenia
przez liczbg ludno$ci w danym wojewddztwie.

Niektore wnioski empiryczne maja postac:

e cfektywno$¢ obliczona na podstawie danych w postaci wskaznikow natgzenia
niekiedy r6zni si¢ znacznie od uzyskanej dla przypadku danych globalnych,
niekiedy natomiast jest identyczna;

e W szczegoOlnosci moze zmieniad sig lista obiektow w pelni efektywnych;

e w analizowanym przyktadzie, po przejsciu na dane globalne, efektywno$¢ nie
malata, a jesli wzrastata, to w taki sposob, ze obiekt bardzo czgsto stawat si¢
efektywny';

e ogolnie trudno przesadzad, jaki jest kierunek zmian wspolczynnikow efek-
tywnosci po przejsciu na dane globalne.

W tabl. 4 podano takze sumy wspotczynnikow A dla danego wiersza. Sumy
te:

Lo= 2 Aoy (6)

Jj=1

wykorzystuje si¢ w DEA jako wskazniki niekorzysci skali obiektow. Przyjmuje
si¢ mianowicie, ze jesli:
a) L, = 1, to w obiekcie o-tym wystepuja state korzysci skali (skala obiektu jest

,,dobra”),

b) L,>1, to w obiekcie o-tym wystepuja nieckorzysci duzej skali (obiekt jest ,,za
duzy”),

c) L,<l, to w obiekcie o-tym wystegpuja niekorzysci matej skali (obiekt jest ,,za
maty”).

Roéznice migdzy wskaznikami niekorzysci skali L, dla obu rodzajow danych
scharakteryzowano na wykr. 5.

W przypadku danych globalnych, wskazniki niekorzy$ci skali obiektu nie-
efektywnego (L,) zazwyczaj bardziej odbiegaja od wartosci 1, oznaczajacej state
korzysci skali, niz w wypadku danych w postaci wskaznikow natezenia. Na
przyktad dla obiektu W1 suma optymalnych wag intensywno$ci w przypadku
danych w postaci wskaznikow natezenia wyniosta 0,956, co sugeruje minimalne
niekorzys$ci malej skali. Natomiast dla danych globalnych wyniosta ona 1,938,
co sugeruje bardzo wyrazne niekorzysci duzej skali.

12 Jedyny przypadek wzrostu efektywnosci bez osiagnigcia wartoéci 1 dotyczy obiektu W11.
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Wykr. 5. WSKAZNIKI NIEKORZYSCI SKALI
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222 wskazniki natezenia [ dane globalne

Z 16 dto: obliczenia whasne

Whioski ogolne

1. Niekorzysci skali w analizach przestrzennych. Ostatni wniosek empiryczny
sugeruje, ze badania korzysci skali, prowadzone w analizach przestrzennych
na podstawie wielkosci globalnych, wskazywaé¢ moga na wigksze zrdéznico-
wanie korzys$ci/niekorzysci skali niz w przypadku wskaznikow natezenia.

2. Zroznicowanie danych przeksztatconych. Podana sugestia intuicyjnie wydaje
si¢ uzasadniona. W analizach przestrzennych wskazniki nat¢zenia zwykle sa
mniej zréznicowane niz wielkosci globalne. W §lad za tym obiekty charakte-
ryzuja si¢ bardziej zblizona wielkoscia naktadow/rezultatéw i wskaznik nie-
korzysci skali, jakim jest suma wspotczynnikow A, czgsciej bedzie ksztatto-
wat si¢ w okolicy 1. Gdy naktady oraz rezultaty wyrazajq si¢ liczbami global-
nymi, wspolczynniki A na ogoét beda bardziej zrdéznicowane, bo globalna
wielko$¢ obiektow na ogot jest bardziej zréznicowana. Dlatego sumy wag in-
tensywnos$ci moga znacznie r6zni¢ si¢ od 1, a to oznacza zachodzenie wyraz-
nych (istotnych) niekorzys$ci matej skali Iub niekorzysci duzej skali.

Przejscie na inny uklad wielkos$ci, np. zastapienie wielkoSci oryginal-
nych wskaznikami nat¢zenia lub wskaznikami dynamiki, moze zmie-
ni¢ wskazniki efektywnos$ci oraz wagi intensywnosci i wskazniki ko-
rzySci skali.

prof. dr hab. Bogustaw Guzik
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SUMMARY

Changes of efficiency object indices were discussed in the CCR-DEA (Data
Envelopment Analysis) model by various function sizes. It was proved that the
increase of the outlay/result quantity causes increase or stability of efficiency
indices and an increase of the object quantity results in decrease or stability of
efficiency indices. The characteristics are important in projecting analysis depth
by DEA methods. Decrease or increase of the efficiency index can be caused by
formal factors and can not result from economic efficiency of objects only. Simi-
lar problems can be met in other approaches to quantity analysis, e.g. in statisti-
cal (econometric) regression models.

PE3IOME

Cmamus paccmampugaem 60npoc usMeHeHul nokazameneu 3@ gpexmusHocmu
o06vexmos ¢ mooenu CCR-DEA (Data Envelopment Analysis), xoeda pazmepwl
3a0anui usmensromest. bviio dokazano, umo pocm uucia 3ampam/pe3yibmamos
8bI3bI6AET POCTH UIU CMADUTUZAYUIO NOKA3amenell 2hPeKmueHocmu.

B cmamve ykazano na mo, umo 06 amux ceoucmeax ciedyem noMHums npu
npoexmuposanuu  enyounsl aumaiusa memodamu DEA. I[ladenue unu pocm
nokazamess 3P OeKmuUeHOCMU MOXHCEM UMEMb YUCTHO (OPMATLHYIO NPUYUHY U
He00a3amenbHO  OONNCHO — OblMb  Pe3yIbmamom  pocma  IKOHOMUUECKOU
cnocobrHocmu 06vekmos. Takozo muna npoodiembl MOXCHO BCIMPEMUMb MAKHCE
6 Opyeux nooxo0ax K KalUyecmeeHHOMY AHAIU3y, Hanpumep, 6 Cmamuc-
MUYecKux (IKOHOMEMPUYECKUX) MoO0enax pecpeccuu.
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